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Приведены алгоритмы решения задачи определения составляющих гравитационного и геодинамического полей для трехмер)
ных неоднородных сред. Для аппроксимации плотностной и реологической структуры среды используются типовые элементы –
вертикальные треугольные призмы с произвольными верхним и нижним основаниями. Получено новое аналитическое реше)
ние прямой задачи гравиметрии для типового элемента с плотностью, меняющейся с глубиной по линейному закону. Выполне)
на математическая постановка и приведено общее решение задачи определения напряжений и мгновенных скоростей смеще)
ния неоднородной вязкой среды под действием гравитационного поля Земли. Решение определено с использованием гидроди)
намических потенциалов объемного, простого и двойного слоя. Показано, что для численного расчета таких потенциалов опти)
мально использовать теорию и типовую технику решения прямых задач гравитационного потенциала. Устойчивость, точность
и быстродействие разработанных алгоритмов демонстрируется расчетами тестовых примеров.
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Введение
Фундаментальной основой методов гравиме
трии является теория потенциала, первоначально
понимаемая как учение о свойствах сил, действую
щих по закону всемирного тяготения. В дальней
шем в работах К.Ф. Гаусса, Ж.Л. Лагранжа,
П.С. Лапласа, Д. Грина, Ж.А. Пуанкаре, А.М. Ля
пунова методы теории потенциала были распро
странены не только на решение задач теории тяго
тения, но и на решение широкого круга задач ма
тематической физики.
В настоящее время теория потенциала является
мощным и универсальным инструментом, широко
используемым при решении задач интерпретации
геофизических полей. Одним из примеров такого
использования является известное соотношение
Пуассона, устанавливающее связь между решения
ми прямых задач магниторазведки и гравиразвед
ки. Это позволяет использовать богатый арсенал
средств, накопленных в гравиметрии, для расчета
и интерпретации магнитных аномалий.
В настоящей статье рассматриваются вопросы
построения алгоритмов решения прямых задач
гравиметрии и геодинамики. Под прямой задачей
геодинамики здесь понимается задача расчета па
раметров напряженнодеформированного состоя
ния среды, обусловленного неоднородностью
ее плотностного строения.
В основу решения задач положены методы тео
рии потенциала, что позволяет создавать эффек
тивные вычислительные алгоритмы на базе типо
вой методики решения прямых задач гравиметрии,
изложенной в работах [1–4].
Решение прямой задачи гравиметрии 
для трёхмерных блоково2градиентно2слоистых сред
Как отмечено в работах [4–7], при плотностном
моделировании геологических структур в гравитаци
онном поле их необходимо сводить к трехмерным мо
делям, а плотностную параметризацию осуществлять
с учётом изменения плотности как в латеральном на
правлении, так и в направлении от кровли к подошве.
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В качестве расчетного элемента в этом случае
удобно использовать вертикальную треугольную
призму (рис. 1), плотность которой записывается в
виде линейной функции от глубины (3)=0+k3.
Здесь и далее, для сокращения объёма записи, бу
дем пользоваться взамен буквенной (используемой
в работах [5–7]) числовой индексацией координат
(используемой в работах [2, 3]), полагая x=x1, y=x2,
z=x3 – в обозначении координат точек расчета и
=1, =2, =3 – в обозначении координат пере
менных интегрирования.
Рис. 1. К решению прямой задачи гравиметрии. Аппрокси)
мирующая вертикальная треугольная призма. Услов)
ные обозначения и пояснения в тексте
В этом случае выражение для вертикальной со
ставляющей гравитационного потенциала от приз
мы примет следующий вид:
(1)
где D – вертикальная треугольная призма, 
f – константа гравитации.
Об аналитических решениях прямой задачи
гравиметрии для выделенного аппроксимирующе
го элемента сообщалось. В работах [7–10] приво
дятся принципиально идентичные, но отличаю
щиеся по форме аналитические выражения для со
ставляющих гравитационного потенциала от тел
переменной плотности.
В.Н. Страховым в работе [2] был предложен но
вый подход к решению прямых задач гравиметрии
для многогранных тел, который, как показали со
поставления, проведенные в работе [3] для тел
с постоянной плотностью, позволяет получать вы
числительные алгоритмы, превосходящие анало
гичные решения по таким показателям, как точ
ность, быстродействие и устойчивость.
Приводим решение прямой задачи гравиметрии
(1), выполненное в соответствие с методикой работ
В.Н. Страхова [2, 3]. Особенность этого решения
состоит в том, что оно, в отличие от [2, 3], дано для
тел с линейным законом изменения плотности.
Введем следующие обозначения: пусть S1 и S2 –
соответственно верхняя и нижняя грани призмы, а
S3, S4 и S5 – её боковые грани. Тогда аналитическое
выражение для вертикальной составляющей грави
тационного потенциала можно записать в виде:
(2)
Здесь fkV(x) – гравитационный потенциал






Ai, Bi, Ci, Di – коэффициенты уравнения iй грани
призмы Aix1+Bix2+Cix3+Di=0, определяемые по зна
чениям координат вершин грани; Ni – количество
вершин iй грани призмы; |Li,j| – длина jй стороны
грани Si (j=1,2,…,Ni); Ri,j – расстояние от расчетной
точки до jй вершины грани Si(Ri,Ni+1=Ri,1); x1j(i), x2j(i),
x3j(i) – координаты jй вершины грани Si.
Отметим, что формулы (2)–(5), также как и соот
ветствующие формулы в работах [2, 3], являются
едиными для расчета как внешнего (по отношению к
телу D), так и внутреннего полей. Это позволяет ис
пользовать полученные формулы для обработки дан
ных как наземных, так и скважинных измерений.
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Тестирование алгоритма решения 
прямой задачи гравиметрии
Устойчивость, точность и быстродействие алго
ритма решения прямой задачи гравиметрии демон
стрируются расчетами на трех прямолинейных
профилях, различно расположенных по отноше
нию к телу. В качестве модельного примера ис
пользуется пример из работы [7]. В этой работе те
стовые расчеты аналитических решений проверя
лись в сопоставлении с расчетами по «прямому»
численному алгоритму, реализующему метод Таль
вани [11].
Координатное описание тела, представленного
на рис. 1: A(X1=0, X2=0, X3=0); B(8, 0, 2); C(4, 6, 10);
A'(0, 0, 12); B'(8, 0, 15); C'(4, 6, 18). Плотность тела
в вершине A равна 2 г/см3, в вершине C' – 3 г/см3.
Координаты вершин призмы заданы в км.
Профиль I совпадает с ребром AB. При этом
точка 1 расположена на середине ребра; точка
2 расположена в вершине B; точка 3 – на продол
жении ребра в 1 м от вершины B; точки 4, 5 –
на продолжении ребра, на удалении от тела.
Профиль II проходит через тело. При этом точ
ки 1, 2 расположены вне тела; точка 3 – на грани
ACC'A'; точки 4, 5 – внутри тела; точки 2 и 4 – в 1 м
от грани ACC'A'  вне и внутри тела, соответственно.
Профиль III проходит над телом параллельно оси
OX1 (X3=0, X2=0,3; первая точка X1=4, последняя –
X1=2004; L – расстояние до тела, D – диаметр тела).
В табл. 1, 2 приведены результаты расчетов, вы
полненных по аналитическим формулам (2)–(5)
в сопоставлении с аналогичными расчетами, полу
ченными методом численного интегрирования вы
ражения (1) для Vx3, а также расчетами, приведен
ными в работе [7]. Численное интегрирование осу
ществлялось методом Ромберга в системе Mathcad.
Результаты расчетов тестового примера показы
вает, что алгоритм, реализующий аналитическое
решение задачи (1) устойчив во всех характерных
областях: на ребре, в вершине, в плоскости грани,
на продолжении ребер и граней, вблизи особых то
чек, внутри тела.
Время счета алгоритмом (2)–(5) одной точки
для одного тела составляет величину порядка
8,7·10–6 с. Расчеты методом численного интегриро
вания в Mathcad выполняются на 4 порядка мед
леннее, не дают результатов в особых точках и в
точках, близким к особым. Расчеты по аналитиче
ским формулам в работе [7] проводились на ЭВМ
ЕС1022.
Таблица 2. Результаты вычисления вертикальной составляю)
щей гравитационного потенциала в точках про)
филя III, расположенных на разных расстояниях
от тела
Расстояние









ты [7], 10–5 м/c2
L, км L/D
0 0 5,98105801101 5,98105801101 5,98105801101
4 0,5 4,10351050101 4,10351050101 4,10351050101
10 1,25 1,48639100101 1,48639100101 1,48639100101
20 2,5 3,69388528100 3,69388528100 3,69388528100
50 6,25 3,2100019210–1 3,2100019210–1 3,2100019210–1
100 12,5 4,2174198710–2 4,2174198710–2 4,2174198710–2
200 25 5,3342787510–3 5,3342787510–3 5,3342787510–2
1000 125 4,2794442810–5 4,2794442810–5 4,2794506210–5
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Таблица 1. Результаты вычисления вертикальной составляющей гравитационного потенциала в точках профиля, проходящего
по ребру (профиль I) и внутри (профиль II) тела
Примечание. Здесь и в табл. 2 подчеркнуты расхождения с расчетом по аналитическим выражениям (2)–(5). Алгоритм
Mathcad, реализующий решение прямой задачи численным методом в точках, лежащих на ребре призмы, в точке 3 продолже)
ния ребра, во внутренних точках тела и в точке 2 профиля II, «не работает».
Профиль













4 0 1 1,06048024102 – 1,06048024102 1
8 0 2 6,78016491101 – 6,78016500101 2
8,001 0 2,0025 6,77264793101 – 6,77264793101 3
12 0 3 2,15708388101 2,15708388101 2,15708397101 4
16 0 4 8,92005655101 8,92005655101 8,92005712101 5
Время расчета, с 3,910–5 1,810–1 7,3
II
–6 3 10 –1,35443390100 –1,35443390100 –1,35443390100 1
1,999 3 10 5,77334110100 – 5,77334110100 2
2 3 10 5,77954460100 – 5,77954460100 3
2,001 3 10 5,78574882100 – 5,78574882100 4
4 3 1 1,46939534101 – 1,46939534101 5
Время расчета, с 4,510–5 9,010–2 4,5
Постановка задачи динамики 
неоднородной сильно вязкой среды
Образование и развитие геологических струк
тур во многом обязаны гравитационному тектоге
незу, т. е. движениям, обусловленным аномальны
ми плотностями этих структур на фоне механиче
ски равновесного распределения плотности. Плот
ностные неоднородности тектоносферы, наряду
с другими тектоническими факторами, вносят
свой вклад в напряженнодеформированное со
стояние среды.
Е.В. Артюшковым [12] на основе анализа после
ледниковых изостатических поднятий в Фенноскан
дии и других геологогеофизических материалов,
было показано, что в условиях чрезвычайно медлен
но протекающих во времени геологических процес
сов (t~103…107 лет) и больших размеров геологиче
ских тел (L~103…106 м) тектоносферу Земли можно
считать сильно вязкой несжимаемой средой с вязко
стью ~1019…1024 Па·с. Учитывая это, движения сре
ды в тектоносфере могут быть описаны уравнением
Навье–Стокса в приближении малых чисел Рей
нольдса и уравнением неразрывности, которые в
этих условиях принимают следующий вид:
(5)
Здесь u(x) – вектор скорости смещения среды
в точке x; p(x) – давление в точке x, H(x)=(x)·g;
g=g·i3 – вектор силы тяжести; g=|g|=9,8 м·с–2; i3 –
орт оси OX3; (x) и  – соответственно плотность
и коэффициент динамической вязкости среды.
Исследования, проведённые В.Ю. Косыгиным
[13], Л.А. Масловым и О.С. Комовой [14], показы
вают, что при моделировании глубинных геодина
мических процессов необходимо учитывать нео
днородность строения Земли как по плотностным,
так и по реологическим параметрам.
Для того, чтобы учесть эти факторы, моделиру
емый объем DE3 будем полагать состоящим из N
подобластей (вертикальных призм) Dn:
имеющих общие поверхности контакта
Snk=DnDk, nk.
Пусть n – значения вязкости среды в каждой
из подобластей Dn. Тогда, систему уравнений дви
жения среды можно записать в виде:
(6)
где H(x)=ng, xDn, u(x) – значение вектора скоро
сти среды; p(x) и n – соответственно давление
и плотность среды, взятые относительно гидроста
тических значений.
Предполагается, что поверхность D моделиру
емого объема D свободна от нагрузки, т. е.:
(7)
Здесь символом Tx(,u(x),p(x),n(x)) обозначен
вектор поверхностных сил (напряжений), дей
ствующий на бесконечно малый элемент dS поверх
ности D  в точке поверхности x с нормалью n(x):
||ji(,u(x),p(x))||33 – матрица, элементами которой
являются компоненты напряжений, определяемые
соотношениями:
где ij – символ Кронекера.
На контактах смежных областей Dn и Dk заданы
условия непрерывности значений компонент век
торов скорости и напряжений:
(8)
(9)
Необходимо найти распределение скорости сме
щения среды u(x) и давления p(x), удовлетворяющие
системе уравнений (6) при заданных граничных (7) и
контактных (8), (9) условиях.
Решение задачи геодинамики
Используя методы теории потенциала [15, 16],
решение системы (6)–(9) может быть записано в
виде:
(10)
где U1(x) и P1(x) – объёмные потенциалы вида:
(11)
U2(x) и P2(x) – потенциалы простого слоя вида:
(12)
U3(x) и P3(x) – потенциалы двойного слоя вида:
(13)
(14)
(x)=n, xDn, G(,x) – матрица, элементами кото
рой являются величины
(15)1 2 1 1
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P(,x)=(p1(,x), p2(,x), p3(,x)) – вектор, компо
ненты которого имеют вид:
(16)
Значения функций 0(), D и (), Sконт




Решение системы уравнений (6)–(9) в виде
функциональноаналитических соотношений
(10)–(14) получено Ю.В. Пятаковым [17].
Реализация решения связана с необходимостью
вычисления интегралов в правых частях (11)–(14).
Структура этих интегральных операторов во мно
гом аналогична структуре интегральных операто
ров, рассматриваемых в задачах гравитационного
потенциала. Поэтому для вычисления правых частей
в соотношениях (11)–(14) целесообразно использо
вать технику решения прямых задач гравиметрии,
рассмотренную в первой части статьи. Покажем это
на примере вычисления составляющих решения
U1(x), P1(x), определенных соотношениями (11).
Пусть Dn – вертикальная треугольная призма









описывающей движение однородной вязкой среды
=const, обусловленное влиянием тела Dn с избы
точной плотностью n. В соотношениях (18)–(20)
(22)
Подставляя в соотношения (18,19) выражения
(15), (16), (22) для элементов G(,x), P(,x) и H(x),
получим аналитические выражения для компонент






V(x), vi(x), ri(x), i,j, di,  (i)k,m,  2,2(i, j) – те же, что и в вы
ражениях (2)–(5) для расчета составляющей Vx3(x)
гравитационного потенциала.
Из соотношений (23)–(25) видно, что все со
ставляющие аналитических выражений для компо
нент геодинамического поля u(x) и p(x) полностью
определены соответствующими аналитическими
составляющими решения прямой задачи гравиме
трии.
Тестирование алгоритма решения 
прямой задачи геодинамики
В качестве тестового примера рассматривается
аномальное тело (рис. 2, а) – горизонтальная приз
ма, моделирующая линзу разуплотненной астенос
феры в акватории Охотской глубоководной котло
вины [18]. Вязкость  вмещающей среды (астенос
феры) и самого тела постоянна и равна 1019 Па·с,
аномальная плотность тела =–0,02 г/см3. Гори
зонтальное (верхнее) основание призмы располо
жено на глубине 100 км перпендикулярно напра
влению вектора ускорения силы тяжести g. Разме
ры призмы по оси OX1 составляют 500 км, по оси
OX3 – 250 км, а по оси OX2 – 1000 км. Исходное те
ло разбивается системой типовых аппроксимирую
щих тел (рис. 1) – вертикальных призм так, как это
показано на рис. 2, б.
Проверим, удовлетворяет ли алгоритм, реали
зующий решение (23)–(25), системе уравнений
(20)–(22)?
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Для этого рассмотрим дифференциальный опе
ратор A(,u(x),p(x)):





где ik – kй орт системы координат (k=1,2,3); uk и
p – компоненты вектора скорости и давления, вы
численные по формулам (23)–(25); - – прираще
ние аргумента.
Тогда, вследствие непрерывности u(x), p(x),
представленных соотношениями (23)–(25), при




случае из уравнения (20) следует, что при -.0 дол
жно выполняться предельное соотношение вида:
(26)
Проверку соотношения (26) выполним расче
том в точках, расположенных вне и внутри тела
(рис. 2, а). Результаты представлены в табл. 3.
Аналогично, заменим оператор u(x) в (21) его
конечноразностной аппроксимацией:
Тогда при -.0 в соответствии с уравнением
(21) должно выполняться предельное соотношение
(27)
Таблица 3. Результаты расчета A–(,u(x),p(x),-)+H(x) в точках,
расположенных вне и внутри тела
Как следует из результатов, приведенных в
табл. 3 и 4, решение, представленное соотноше
ниями (23)–(25), с высокой точностью удовлетво
ряют исходной системе уравнений (20)–(22).
Тестирование решения, результаты которого
приведены в табл. 3 и 4, позволяет выявить воз
можные ошибки (неточности) в определении по
динтегральных функций, включающих разностные
соотношения, в которых фигурируют операции
вычисления близких по значению величин.
В качестве дополнительного тестового примера
приводим результаты расчетов (табл. 5) компонент
вектора u(x) и функции p(x) по формулам (23)–(25)
и методом численного интегрирования выражений
(18,19), выполненных в точке, внешней по отно
шению к телу (рис. 2, а). Координаты расчетной















при разных величинах прира)
щения -




A1 –1,0100 1,910–7 –1,010–10
A3 1,0100 1,910–7 –3,210–11
100 0 500
A1 4,610–1 4,410–8 4,710–11
A3 –6,410–4 –5,710–8 –5,810–11
450 0 50
A1 0,0 0,0 0,0





A1 9,910–2 9,310–7 1,810–10
A3 6,810–2 8,110–7 0,0
450 0 325
A1 0,0 0,0 0,0
A3 2,110–2 2,410–6 0,0
450 0 350
A1 0,0 0,0 0,0
A3 2,010–1 1,310–5 0,0
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Рис. 2. К решению прямой задачи геодинамики: а) расположение тела аномальной плотности; б) аппроксимация тела систе)
мой вертикальных призм
Таблица 4. Результаты расчета d–(u(x),-)
Таблица 5. Результаты тестового расчета геодинамических
параметров тектоносферы – компонент вектора
скорости смещения u(x) и давления p(x). Точка
расчета внешняя и удаленная по отношению к
аномальному телу
На рис. 3 представлены результаты расчетов по
ля мгновенных скоростей смещения среды u(x) и да
вления p(x), обусловленные влиянием аномального те
ла, взятого в качестве тестового примера (рис. 2, а).
Расчеты проводились в плоскости симметрии ано
мального тела (x2=0). Количество расчетных точек
176, время расчета 1,6·10–2 с.
Полученного распределения скорости смеще
ния среды не противоречит следствиям геодина
мической концепции [12] в зоне субдукции. Ко
нечно, полученные результаты не вполне коррект
ны, т. к. для примера рассчитаны составляющие
только объемных потенциалов (11). Кроме того,
нужно учитывать, что над астеносферой располо
жен 100 км слой литосферы, вязкость которого
/1021 Па·с. Этой слой естественно и по определе
нию (18) на два порядка «гасит» значения скоро
сти.
Используя различные композиции из типовых
аппроксимирующих тел можно со сколь угодной
точностью строить модели различных участков
тектоносферы Земли и рассчитывать их геодина
мическое состояние.
Выводы
1. На основе типовой методики получено новое
аналитическое решение прямой задачи грави
метрии для типового аппроксимирующего эл
емента – вертикальной треугольной призмы
с линейным законом изменения плотности
от глубины. На тестовых примерах показаны
устойчивость, точность и быстродействие ре
шения в точках, внешних и внутренних по от
ношению к среде.
2. Решение прямой задачи геодинамики предста
влено совокупностью потенциалов объемных,
простого и двойного слоя. Численная реализа
ция задачи выполнена с использованием типо
вого решения прямых задач гравиметрии.
На тестовых примерах продемонстрированы
устойчивость, точность и быстродействие алго
ритма решения прямой задачи геодинамики.
3. Полученные алгоритмы решения прямых задач
могут быть использованы как универсальные
для обработки данных наземной, шахтной
и скважинной гравиразведки, а также для по










u1, м/год –9,6042014610–1 –9,6042014610–1
u2, м/год 5,6426862210–2 5,6426862210–2
u3, м/год –3,56608779100 –3,56608779100
p, МПа 1,73527102100 1,73527102100







Численные значения, d–(u(x),-), 
при разных значениях приращения -
x1 x2 x3 -=100 км -=1 км -=0,01 км -=0,0001 км
Вне 
тела
0 0 100 –5,0101 2,210–5 2,210–9 4,910–11
100 0 500 2,3101 2,010–5 2,010–9 3,010–11
450 0 50 3,5101 –1,910–5 1,910–9 –1,110–12
Внутри
тела
300 0 250 –2,3100 –1,110–4 –1,110–8 –2,810–11
450 0 325 1,2100 1,410–4 1,410–8 1,310–12
450 0 350 1,8100 5,110–4 5,110–8 2,210–11
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Рис. 3. К расчету геодинамического поля тектоносферы Охотоморской глубоководной котловины: а) распределение векторов
мгновенной скорости смещения u(x) среды, (|umax|=8,7 м/год); б) распределение избыточного давления p(x) в МПа.
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